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En el primer capftulo dm arte trabajo, se generaliza a1 caso 
parabblico diagonalizable Ir funci6n maximal definida en 1 4  1 y 
L 
se introduce el espacio X: de clases de funciones qua tienen 
su maximal en L', siendo p un ndmero posltivo menor o igual 
que 1. Se define una nocidn da atorno o funcidn elemental perte 
- 
neciente a X: y se da M a  caracterizacibn de 10s elementos da 
este espacio como series de Itomos. 
1. F $ ~ -  
En el segundo capftulo, w obtiane un isomorfisma entre YR I I I 
y el espacio H' definido en [I 1 Bara ciertos valores enteros 
de u. Este isomorfirno ertd dado por un operador difsrencial 
parabblico. 
preliminares 'y  Notacibn. 
2 ' i I ' 
cjg; 7 : 1 
b i n !  - 
. P I -  
Notaremob con X = .@. . . , un punto del espacio . 4 
Dada una n-upla ( , . . , a de nfhteros rea -
les a, > 1 ;onsiderarema 01 grupo multiplicativo de matri- 
ces A, tp , t > 0, doad. P eo la matriz diagonal da- 
I I A1 gruDo de matrices A,, la asociamos la dtrlca para- I . i I1 I I .  1 
. . -41 dl14' 
bdlica bad. 
I1 . 
_ I I  
'I. 
I t  -ii; 
 or d(x,y) = 1%-y ]  donde [XI  = t s1 t es 
tal que -*. ['A ,% .x.l 1, para x # O y ? .  J, 1 '  
Para las demostraciones aobri estaa propiedades Ver 11 . 
111' 
. * I T - _  Notarems con oa a1 @perador ( . ( 0 ' I 
'1 I rn-, , 
- #  I . - 
de a (l,...,a) es 
1, ' 
negatives y a .a indicirr a1 roducto escalar, es decf r, 
,' ! .$- ; ! h  P
a .a = a ,al t . . . + a ,  a ,. Con lo.) indicarempp el nhero 
- I %idib I '  
I 
1 I 
Por dltimo, a lo largo da todo el trabajo, utilizaremos 
. I 1  
la letra C 
I 
para denotar una constante, no necesatiamentc 
I1 I ' I '  
la misma, t 
' 1 1 1  - I 
I I I' ' ;b; - ; Sea Lq , 1 < q <: - . .l upacio de todas la. funqiones l j  .I I. &c ll. I !I, ' ,  I .  . 8 1 1 1  I 1 
11. reales definidas sobre R' , prre pertenecen localmente a I, . 
Clll I
. > {  ' 'p?-q:  
L r 
8 8 ' '4&u " 
~enbtaremos con B(y, p) a la bola parab6lica de centro y y 
I I-- 1 
I ' .I 
rificar qua la medida I B ~  de la bola es igual a 
I I  I 
I. I 
C 0 (ver 
8, . 
aquella de 
conve;gen'cia en L' sobre contpaatos. ~ l l k  es induclda por la 
familia de seminormas I!. . - 
I 
I I  I 
r 1 ' .  I1 
' I 
- 1 q 1';ts 
Jt(x)J dx) I f  1 q , ~  = ( I B J  
a* 
I 7 1 1  
I. , ' : i  ' A , ,  I ' - I A I 
-_  I - I 
I I I -.* - - 
' -  .- I 
- I #I L , I /  I l l j r  
I 
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I I !  711 I 
"- - 1 - 
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honde B ="e(y.p) .  fi y e  R .J8, tl, L n , 
I 1. i t  r ;  
L 
T 
' 1  I 1.C I 11.~ 7 -  r ,  ?.- - ,. 
(I Sea u >O . Dada &c definimos una funcidn maxi -I 
I . 1.4 I , .  . . 
ma1 n ( f , x )  como: 
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q" .f ; ' ' I  
L o  I. .' . 
.. , - 
I - I 
I I  
( f , x ) =  
I '  
I bi" I . .  I 
U .  
formado por t o  -
s ' 
E s t e  subespacio es de d i m e n ~ i b n ~ f i n i t a  y por l o  t a n t o  es un 
I I. -< -1 k *i b;Ji 
subespacio cerrado da E: a 1  eupacio co- 
! l $ l  - 
c i e n t e  da - "fi I' !! 
I 
. a  a I I .  I l l .  
, ' I  I '  Si F E E' , d e f i n i m a  ;tr seminorma ; 
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Id. 
La familia de todar Znr asminomas lUpll que se obtie-  
q r B  
nen variando B induce ra E: l a  topologfa cociente .  El ea 
pacio E' es localrnente m e x o  y completo: 
U I 
! ' 1  I - .. i! 
Para F E E:, def in- la  fuacidn maximal 
i: . I  
.I 1 $ .  LI I;, " ;,$y 'i, !  
.: L ;&; i, 
;. 11 ; , ; &. 11. LI 
Llamaremos JcD 
q 8  
, @ < p e l ,  a1 canjunto formado por 
todos 10s elementos F d. E' tales qua sus funciones ma 
u - 
- - 
ximales N (F. x) pertanecen a L'. para siAplificar la 
er 
. I  I 
notacldn pondremoa N = N . ; n P n  y ,*p s iempre 
21 w q r u  
I F q"! 
I 
que esta notacidn no indurca a confuai6n .: ,En el caso elip-;. 
I I 
. I ,' I . - 
tlco y cuando u es un entero par estos espacios fuaron as- 
tudladoq . en [ 2 ]. 
una dlstanci,a, 
, I  , I  I 
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1 .  
I I  . 
I I 1  
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Esta norma no .atisface la propiedad 'trianiular y p r  lo- tan@ 
-. 
I .  ,.+ .,- 4 4 -  
no es una norma en el sentido usual d0 la palabra. Sin enbar-. 
P I 
go. It F Up satlsfac~ la propiedad triangular y permite d e t i n i r  
3e . I '  
sobra X ' . Como veremo., 81" con e s t a  d i s tanc ia  ea un espa 
- 
. - 
Id'p;{ 
c i o  m6trico complete. 
. - 
l(u + 1.1 /q) , entonccs 3tP = 0.  
*Y 'Jll . I -  . 
1 ' f 11 I I ~  ' --,I; E+l:+, - ,lL!p; . - -  ' a 
. .
~amostrhci6n.  s ea  f una iuaoidn de 
.- $8 != };-\I I &?:. FS4,  1 1 3 - 
- 
1 --.- - I 
'1 k..; I 1.. I -  -11 ' . 
pertenece a ? . Probarenma gue tsi F ea l a  c l a s e  de f 
1 3 *rlz.r( , &p&!. - .  . - lp i -w D ; , I ! J  -. en &Ib entoncen N(F,x) no pertance a L' . . . 
- - - f m h ~ ~ j 1 L 7  Iq 8 , .  i 11, ++ --I a n . 
. l  I / I .  , I  
1 C& f no parteneee a - , e x i ~ t c  und bola  B - ~ ( 0 . r )  
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y ai [ x ]  * r , tenemos qua, B(0 ,r )  C B ( x ,  2 [XI) ,  por 10 tanto,  
tornando - . p = 2 ( x ] rsaa l t s ,  
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I 1 -  
X) c 8' ExJ,. y por l o  t a n t ~ ,  . , 
' .  ,.$. .r 8 . : 
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El s iguiente  lema, eta una adaptacidn a1 c a m  par;bblico 
: I :  :Ir 
8 b . - 
[ J ] .  
l1 hl - T- , 
I11 
1) -- 
- 9 f , ,  f &or rspxesentates de F E E, y 
Existe  una co&eante c 
u 
para todo x ,  I x, 8 y 
I I1 
I . r - -  
t a l  que . 
- - 
. 
I l  
.I . 
I1 I I l l  I 
.' : * d . 
Demostracibn: Sea ( tm. iunci6n C con sopcite an 
I I I  I d 
- I x I < 1 tal q'ue ii +i fx) - L" ' O ( A ~ X )  antoncss, se va - ' 
. IL1 
. . 
riiical<ue - Q * para todo polinomid Q de la for -
F l  ' 
ma Q(Y) 1 b, Q y ,p.ra todo A V O  .I, .:'r
, - ~ - 8 < @  
.. 
' -  1. r 
I l l  
I Para la existencia de erta 4 , ver [ 5 I .  I - 
- 
I ; . - . - 
Por lo tanto, tenems -I 
'I :  I - -  
- 
I 7 
; ll' 
L ,  I 
. . 
I I . '  
- 1 
[y-xal  ~2 A - l . L y ? l '  . I  r . I. 
- 4  
, I U P -  I 
\ ' 
. c 
I - '  
lll1 - ' 
Il I  
I  _ . -  ' I  
J '  
I I  ' 
como qu&famosdemostrar. I 
(1.3) LEMA. Sea F E E :  y ~ s a  
I ; . ' I  
Entonces : 
I  I I I 1 , 
I I  I I .  
I.I I  . I 
I ,  i) e x i s t e  una dnica 
I I 
I TUI;v; .- I. 
t a l  sue n ( f ~ x , J  < 
I  I 
I1 
1 1  '111 
- y por lo 
1 1 1  1 A l  .> 
tanto n ( f , x o )  - d ( l I x , ) ,  Y 
I J  I 
L 
- 1 1 I ,  . '  - 
I  I 4 
constante C:, gue d.pez I I .  
: I  r M I '  . 
I .  . e . p + ; l  
I I tante de F drQo rmr i )  , entoncas r 
S i  x, ' varfa en un compacts, dntonces, l a  constante C pue 
I - 
!I I I .  8 i; 1:; I .if;: ,: I ) 
de ser elegida independientr-te de x 
I . I  
1 1 . 1  '1-1, ,,Q' 
I ~.r r  r I , l  . 1 
Demostraci6n: Supongamos f, , f, E F son t a l e s  n (f,  , x,) y 
mS I F -  
, -. C 
- 2- 
n ( f , ,  x o )  son ambas t i n i t a s .  Sea P - f l -  f ,  , 
, . I,[ : 
aplicando e l  lema (1.2)  con x, w ,  - x, = y ,  ere t i s n e  que 
I 1. . I ' I  
I I "  - 1  
- I .  a para todo -i , .,, o p (x,)  '= 0 V?.+ 9 = 
Veamos ahora ii) Dada q r  bola B sea p , 
1 '  - 
-7g 5" , , , , I . ,  l??J . , L l , ,  - : ,, .I . -C ,I'l. I; I, 
P par& e l  cual B C B ( x ,  , 
. . I .:I ,- kc;:l -: , 8 .  
I dm , I  :; I I : r  " 
e l  xuenor valor 
COROLARIO. Si {P 1 9s una sucesidn de elementoe de 
t 
~emostracibn. Por el lema (1.3), para cada bola B ee tiene: 
depende de x . Luego, 
I I li . .' I  . _ ' I  
[ I F  - F I I *  ."dx < C P ' N(F,- Ft X I  dx. t 
q 8 B  
rj; 
o sea que I . rn 
' 1 ' 1  I 
I  
, L .  .. 1 
I 
I 
donde C es una constants qua bepende da B.  
V I 
q (1.5) m. Sea {F$ m a  rtluaoidn nar E,. Supongamds que 
'I . 
existe un punto x, tal qua 1. eerie 1 N(F,, xo ) es f inita. 
' f 
I, ' r  
, , - . I  I , , ,  
I  
1 . I  
'I 
I  
I' 
Entonces, i 
i) l a  s e r i e  f FJ conveiga an B' a un elemanto F y 
a 
,ll.! 
I I '  I ; !! 
.. ii) si f ,  E F as t a l  que n (fJ :, xo ) - N (FJ , x ,) ontonces 
I 
q p x 4 / t ; : , ! l r # % '  
. . 1) ;  I. , R  i b p 
. . 8 8 
w ,  ' 6  I 
! I f j  converge en L~ a una funcidn f EF que s a t i s f a  
Loc p; #, -ll?J1 -1 8  J (111 , II I 
l '$ II 1 c e  n x = NIF.~, ) : '?; ;~  I!,,: 
1 ~ 11; ; y?f,, 
W J ! .  -;I 1: 1 1  $ 1 ,  t .  
Demostracibn: Cqmo 1 N(F, , x , )  e s  f l n i t a ,  e x l s t e n  represen- 
- .f ;+?I , , i , . 
. I .  1 t s n t e s  . f j  de F que sa t i s facen  n ( f j  ,x*) = N (5 ,xo)< -, 
, I  I , I 
I W 
irtud dpl baa (1.3), se t l e n e ,  
+ r . 4  . 
.' ! 1:11, i I I I 
I 'L I " j :  I 
. .  I;;!! - 
. .  * 
I 
I ' 
,,I = 
I n  , . I 9 y por l o  tanto,  I i ccmvarqe ed L a una funci6n f . 
1 I : H"' 
- L L  8,l.I ? -73 E ! Llarnemos F a l a  c l a s e  de f en E.. como 
obtenemos que 
li .i:! 
:piilIi I]II1- . - .  
f es el dnico representante de F 
face n(f,%) = N(F.x,). POL. otra parte, I l l  
que satis- 
lo que demuestrg la convergencla en E: de la serie 1 Fj= <E'- 
I 1 1  
I l F d d i ;  j j ~$!i'/ 
I - 1  I ' 8  I " '  I I 
I  I 8 8 ,  & ~ ; l F b i  . .' ' ' (  _ I !  I I 
- . I  (1.6) CO~OWLRIO. El espacio #' , o < p < l ,  es completo. 
Demostracibn: Es suficiente probar que si !LEF. 1 es m a  sucesidn 
I - 
ve&e en JP. 
: . , I 
I - 
- * , ,  . I 
-..I 
i!$.,:;. - : ,  1 
y por lo tanto 1 N (r, ,a) !i t h i t a  para ca.1 to& I. 
J .. . I '  ' I  
1 '  ,:, ... 
gore l leaa  (1.5), 1' 5 .  rgh an E' i ~ l e l m n t o ;  . . 
J' I P 8 .  
. '  , . 
$1 , . ;f, , ,;.:.,? ' 
I , ,  
! , ' " "  8 8 
I I I, rl 
' I . I I  , '  - ti I, : 
' I  I . 
&:. I&' '  
4 
I 
I <11i i j  I ,,;r I I ' I .  
Elevando a i a  p a integr , re  obtiene: 
r i o .  
- ' I J l , - l  .:,:i' r -  
11 0 - 
11 1 3 - ~ 1 1 '  p 4 1 JI rjfl kp j = 1  . 
..' I ; . , . 3- f d + l  I 
I 
- llL: 
cow1 11 5 12 es t i n i t a ,  queda demostrado e l  corola- 
3 1 
.- t%.hF ; I 
' .:a 
I 1. ! I 
I '  
y:<f'-,:r. 
. n b  ' . 
'. I 
-i.l.:l-l ' ' 
( 1 . 7 )  LEMA:" La f u n c i 6 n n u i r a l  N(F ,X)  d eu n e l emento  F 
I ::: I I I , F d -. . 
de E: . e s  semicontinua inferiormente. I I 
I I r 
, ,  . I 
Sea I: x 1 uru ~ u b e s i & n  en 8 que converge 
1 , L  I 
; I I  ' 
I a x, y t a l  que N (F ,  x, ) 4 t para todo j . Quer-s pro- 1 
I I " d 
barque N ( F , x , ) <  t. S s a  F y sea f e l  represen- 1 1 
I 
" 1 8 8 i 
. , 
tante de t a l  que n ( 5  ,aj 1 r N (F,xj ) ; a s  t i en e  entonces 
I ' I . - I 
veamos que l a  sucssidn nudriaa' { aa (x j  11 es una 
. I { .  '. 
- 
I S 
,, , ,,,.,. I 
de Cauchy: I ' I '  I 
% u , i  1 ;  7 
# I L  : I  " 
Observernos que aa (7 .) 8 pj (x  j )  Y que P'Or  
; I s 1  
desarro- 
Aplicando e l  lema i 1 . 2 )  oe  obtiene: 
- c  , 1 .  
0 8 8  
I '. 
se obtiener 
: .lL: 1 ;  
\ para j v I I L  s. .edrrr- -A-- ,L 
r #.  
I 
Sea 
& a  
I a J x t )  aa(xI)I < C t c + C  1 l a a + g ( a b ) l  I X , - X , ~ < C C  
fs bc+ 
. I "  ' k t - !  
8: 81 
s4:- 1 ,.--qr 1 &*&; 
(a+@&< r , . 'I-?=.?. -: .- 2, 63'8 ,:' 
I 
' c .  4 L - I I 
si j Y .uflclentemente grandes pues, corn ( e @ a  I 
. 
' I  ,; 
en virtud de (1.8) l a  sucesi6n (a+ g ( x 3  1 * i b  
l o  tanto acotada. Continuando 
{aa (x, 11 BS w a  sucesibn da Cauchy para todo a . 
Sean a  1 - llm % (x, .) 
- R L A 1  . - I + -  
,$ 1 < 1 + -  a -  1 d.,. ; - , I ,  
. '-1 . 
.I: 1 - , .b : 
I l l ,  -I: . I ,  
. 
. #b:J' - ' -4 * -- 
~i cxiste un representante b(x) de f $ ' .iin tax 
i 
I, I ' 
IT 
de orden menor que u+l m$ y a z o ~ d a e t y  &i .t z.J&+~;?.~ 
C, j, -4 c C 1 
-+ .$:.f 3- 
4 k L '  
- . -  
- . I 
. -.-" - . -z , 
1 
clase de f en 6 ,  , eatoa,491!~ N (F,x) E I'. , '(C F 0 8  
, 
- --. 
-.* 
- 3  r 
11.' . a - - _ - .. 
- .  
T1 dtemozitrar 4116 b 
: - 
1 ;  1 
sarrollo ds Taylor, tenenwr 
I I :  ' ' 1  I, - ';r !l" $3 8. -. @L - , , ?  ,R,v..,< > ( '  : .I 1 , '  8 .  L l. 
! ' hL 1- - , 
I.. I : + :  i, I . , , : ;  iy I I 1 111 . . i i '  , , 1. , I '  . +:. , fl" 
I . a, I-?, I 8 *:i.!t?: .il ,ii, 
 or , otr 
'I I' I. I 
- 
I - 
l i  
- 
"1 f 
- I I. 
C 
' I  - 
;;;; - I 
I. 
, -r 
- '  .. 
l 1  rl 44 . 
1 1  - 
1 1  I' 
A I L  I I '  8 
(1.11) COROLARIO: ' ~ i  f es olu funcidn da sopotte cbmprcto 
I \ <  " p l ~ : l , ~ ; ~  : 
con derivadas de orden menor qua u+l continua8 y s i  F er 1 :  1 ~ M I -  , 
la ?lase de f ~n E:, entoia.8 srfsts una constante x t i 1  
I I r  4 F1111 I , - ,  
1 . I  , . + - *  ,:*=%=, 
que X F . - - d eq un p-(Stoaoo iW E . 1, ...~y ; a ,  I % i- . ,  . L ., b:4 -- *- : .I . L - 
-J:* I ,  - . - J l # l  $" ,.:k, e - - .  - k ,I i. 
7 I 
I ' 
Damostraci6n; i l ~ e a  B unr bola tal qu8 Bop f CB. Por el 
II . 
lema anterior, sabemos gus exirte una constante C tal que 
1% 
. . - - ' ?  - 
- . "-.,$ . 't 5 .* '  
N ( F , X )  < C. sea A - 161; C-', entonces, N(XF,X) - 
; I  I -  
- 
I I <1 - - # . - ; '  
I _ ,  
I 
- l/p - / I - - I _ -  - 
1 % '  _L I I ,  + - I L  
- A N ( F , X )  = 1111 c"' W(F,X) <I131 , , - y por lo tanto 
k -- 
sea - A .- tn p-atom en 4 , con t 2:. 
- 
.- 8 .-is 1 
IbI c u + l a ~ / g ) - ! : p c l .  Btonces A E  3 E y  existe una cons- 
#. { 
< 11 : 
-"; , .- & .-&*$! 
tante C independienta 4+ b tal que: I -,; -3 r; I I -3 
< .  
Demostracibn. Sea a ex s~pre~entante de A ctiyo soporte 
estd contanido en la bola B - B(x,,r) tal que 
- YP * 
N ( A , x )  I I R I . Si x 4 l) ( x a  ,2r), . estimaremos, , 
Obsarvemos que si B ( x ,  p) n B(x) ,r) . $4 , antonces 
y en conaecuencia N(A,x) -n(a,x) si x # B(xo,2r). Sea 
- .  
x t a l  que 2r< [ x , - x ,  ]< 3r , entonces B(xo ,rK-B(x i l  ,4r). . 
I 
Por lo  tanto, . I  I 1 
'. i:*( . : . l f l  ! 1 i .  - 
A .  
de donde obtenemos we si X ~ , : B ( X , , ~ ~ ) ~  entonces, 
I l l -  
I 1 ~ ' 1 1 :  I '  
I JFIII~ I . .  . - 
I N(A,x) < C(r/[x-xO1) - I  - 
i :  
- 
. . 
!I ' -11 - 
J 
- 
I 
- r 
- 
- 
stirnaci6n qa-8 acabams Be probar y corn ade- 
- 
., - 
. L ,  I 
.i - 'Ip I .  * - q: 
mas, pop nip~tesis N (A,x) 4 131 para todo x , resulta, 
.  
I I  iRg,; :  I.- I - 
J I  I  f !: !' - 1 
P 
I ' N ( A ~ X ,  dx 1 181 
l l  1 -  r iri ~ l x - - x O 1 ~ a t  @,I; .  :;#: : , I  - I  - . . - 
1 ; ;  I 1  - i 8 -  . 
i '  I '  - 
' I. . . I I  I  I .  . I  1 ,  - . e t 8  : i l - ,  . ' .  
A f 
. , _  - 1 -  . . 
como quersamos demostrar. . . 
I 
5 I ;I 
(1.13) 4. bm Sea I:.@, 1 unr 
I; 5 t a  que, . I N(n, ,x)' dx < C. BL ( pl) es una sucssi6n num6rics tal  1 
L 8 a :,I. -* I I 
1 .  11 . ;-:! , ; .+.& 
' I- ! que ? 1 I P ,I' <- ,. ; entondei La ~ a r i e  1 P I A I C O ~ V B I ~ ~ I  absolu- i i 
- 
I .  
ll 
I 1  . J l  
* 
~emostracibn.  Dado r > 0, t m m n ~ s  
- .  
I - 3 $ 3 .  - 
m f' I * / N ( $  ,XI dx < c C s i  k y rn son 
*, I i r k  ' I  I 
I - -- Ti 
I r 
- 7 _ I  - 
- ,  
- r; 
. I 
suficienteKefL s grandes, l o  que prueba l a  convcargencia absoluta 
. - 
de l a  serie en x . Ademlb, por e l  lerna (1.5) ' 
(1.14) LEMA (Particitin ds la  midad) , Sea 0 .un subconjunto 1 
i '*h!llI. . , .  , &+( *,! w -  . , ' I :  \:is 'J..',, . - .,,>&: ! >&, @# ;"&m &.~;y,iRy+:-~ . + ,  . .,.-. h A - - .  
abierto' propio de R' . Exirta una #ucesi  6n * de funclones 
.' 7 
a 
L - I  
I 1 . F r  , , ] y 1, , ' I  : 
l a s  s h i e n t e s  cond.icionea r 
I 
i i j  ; para t r d o l  kZ hey d.4 
1 i c IF-I &, I sop h C  B k  y p a r a t e d o  z E B k ,  r k < d ( z , Q  ) <  C r k ,  I 1 
-. 
I 
I I ' ' .  - ; I  - I 8 J , 7  - I t , ,  A g: \ ji= - iii) para todo k, B(\ , 2rJ es td  contenida en 0 . Adeds  
1 ! I 
I : + &  , 1 ,  
. . I *:: 8. ,'I . e x i s t e  un entero  M tcl que e l  ndmero de  bolas B(x,,Zr ) 
, i  * I$ ; I  I 6 i 
I que intersecan a B , 2 1 no supera a M y I 
! A = .  I 1 I I  '. 
-a+ I1 j .a , se tien., I ~ " h ( x ) l < C ~  rk , donde II : 
- 1  
. 'I 4 1 F a  1 ,  1 1 -  r '  
f ' " 1; t k  . ' I 
I ;;- 
iv) para tod 
C no depende de k. 
a 
x: I '  . ' . -  8. : I  . -  
I I . .  ' 
, . -  ,f 1 L : ih; . 
8 .  . 
t !I?: '. : ,  ' , I .  . I  _. 
Demostracibn, Corno Q eu a b i e r t o  proplo, e x i s t e  una famil la  
/,kd 
= B(x;,rk) C Q  q u e c q l e  iil) t a l q u e  fi - Y B ( X ~ , ~ , / Z ) '  
. .. - 
sea 4 (x) C a '  funci6n C a y con soporta contenido en 
1 
1 , -  1 { [ X I  < 1 )  y t a l q u e  1 si  [ x ] C 2  y O < # ( x ) G  I. 
I - *  -1 
{(x) - 4 (A (x-x~)),  ontonces se t i e n e ,  que , , f . t S L  
. ' , ?  
+i 
resulta 1 < rlr (x) C M BQXZI, todo x gsrtenecisnte a fl a,. b -  . $1'. -.!. - . .  - . . 
= i- l  'I Cl,,,I . -  I '  . . 
~ I ' ~ ? A . .  L d ' 
* 
. . . I  
Definimos h (XI = X (XI / q i  tx) , y en ~~n.ecuenClat 
7 . - I  1 , -  
L ' 
. . 
I I  
.. 
y por otra parte 
para todo x € 
I.' ' 1 1  
I . .  . I  
_ ' I  .- 
i 
ademas, se demusstra indwtlvaoaente que, : 
I -  I  A continuacibn, grobancm un lema que nos permite luego; 
II - 8 
-1 I -  
, ... ,!,.#% i; - ) I  . 
obtener una scomposicidn at6aica para clases de X" siguimm 
, , l l \ l  I 
I ' r  
sea F Dado t'> O, ,sean = n , =  { x  r N(F,x)>t3 . 
 or el lema (1.7) , n as ablerto. Sea +, f I {la particibn 
- f 2 -AL, - I ,I 1 1 '  I . , l  ' = 1 8  I I I  
de la unidad asociada a O en el lema (1.14). 
I. 1 
. I I  I I 
Para cada 
I  I  
sea yfi 0' un pato: tal que 3 d (5 , 2 0 = I 
I  I '  I b 4  I , ' - - ' > , I  t I 
' I 
I  I .  
. 3 1  ' 
I 1 
Dado un representante f de P, existe'un polinomio 
I I 
que satisface 
Para qada k, definimoq 
I 
Denotemos con Wk a la clase de wk en E '. 
I 
Entonces se verifican las siguientes condiciones: 
iii) I n  serie & N(W ,x) converge puntualmente para casi I 
k 
iv) la serie 1 Wk = W 9 converge en E, y para casi 
k 
todo x se tiene, 
I 
F - W ,  N(G,x)C c t 8  - 1 1 .  ' 1 ~  
1;' *".: ?' ' r1i-i I . 
$1- 1; . , <, + 
' 1. 
I1 .. ' 11 
:+ 1 ; , ., L * I I; , I. , . - -1. .- 
. " ' I  t. I 8 
- 
,, 
:I I 
i r  I L 
t - 1  
L 
N(F,x)< - , fo contrarib no hay nada 11 L i) Suponemos 
- I 
que probar. 
b;\l 
el pol inomio que satisface. 
I .  L 
. m l , ' : ,  . : ' I  I 1 I- ., I .  
I I 
Definimos Qk (x,y) coma. 
a - Y  
4 ,(Y) D!~P(x,Y) - P(Y ,Y) 11 (y-x)O/. : 
.a. a <  u y*a y = x  
8 "  :. 
, : I  . 
. ,  I .  
I ' I 1  I ,  
I ! h .  
Es t imemos 
i '  ' L  I - 
I ' . I  ; 
8 I '  I .  
- 
i 1  .. I  I 
I - I 
. I f  
I t  Jm1 1 ' 1  pl:! I C 
Por el lema (1.2), se tiene, I 
- . .  
. . 
. I I 
I  
! w m  I 
- I - a.8 
P(Y, ,Y)I l ~c(N(F,x) + N(F,Y, 1 )  ( I ~ - X I +  [y-y,~ ) 
I 
- 
- 
: I /  I I  I I - ~  , 
I ! . I1 - .  
De las hipbtesis ss deduce que [x,- y,l<c r, , luego, 
I  I  
t l  I .,I: 
l.'r . I )  ~pk.ILll...:#[ . ;  ' L 
' .. . - 
I 
' 
II 
I I  I [y-xl +t'y-y,l< p +  Iy-XI, + [  x-x,l+ Ix,-y, 1 < C(p + = , I ,  
I  
, L C ' . .  
I 8 - C I  I I 
I I I < t < N(F,x) ; por lo tanto, I 
I I i :  1 8 1 .  I - -  r . 
I I- ' d . ~  ; - 
-1 'I I  I 3 
'! I I  i I  J U- 8 
I I $  (P(x,y) - P(yk ,y))l< C N(F,x) ( p  + r,) Y 
I  1 . I l l  1 :  
I I ' ; I  I t  1, ! 1,; "'I * 
8 1 1  Consideremos prlmero el c 'P"C 2r , ; entonces 
I 
I I 
I Ir \ 
I ! 
1 .  
Teniendo en cuenta (1.16), r e s u l t a  I I 
'I! ; 
Ii . 
Por otra parte, tgnienefo en cuenta e l  lema (1.2), obtene 
- 
I? i ;  
1I.l I I 1 I mos 
por l o  t a n t o ,  como [ y-x ] <p 
- 1 1  ! ' 
I - 
a- Y 1 (4 I D - p ( y k f y )  I I by-XI% : 
a. a <U yea 
- 
Y=. 
1 
' ' I  I 
por lo 
I w k ( ~ )  - Qt (x'Y) I< c l  f (y) - P(x,y) I + C N ( F , x )  P" 
I I I 
- 
- 
' 1 1 1  Consideremos ahora, el c a s o  D e  l a  d e f i n i c i d n  de I 
. I 
I I I 
- I 
- 
, . -- 
= I 
I I  I- ' I' : * \  A 
I ; J 1, . I  B - a *  
1 :  I , 1 1  
I  ' 
- L 
I' I I  .', - 
3 ,  1 entonces, '';-I 
: I I  
l 1 I  1 '  . I .  (y-x) y/y ! 1 . 
X 
, I I - , ! ;  .- - 
Estimemos A . Por (1.16), tenemos 
1 
(I - 
- 
I r. 
En virtud de l a  fbrmula a@ Taylor, resu l ta ,  Il ,. 
yn es un punto interraedio entre 
. . 
- 1 . .  ' 
L I 
x e y ,  luego 
- .-.:*p- 
, ' .  . -3:- 
- - 
v 
pue s p/2r 4 1. 
1 ; '  - 1 .  . -  
I 
I ,:. - 
por lo tanto,' A ,  < C - t i  
- 
. ."I. 
- 
. 
.a- 1, 
8 ,  , 
, . .  . 
3 I L I  3- ,4; ..I8. > :  
' - 
. . I .  - 1  
I " , 
I .  I 1 ' :  , , .  I . ,  
. . --. 
:, -- 
I I (y-x) Y,'y: ] I . - I , .  , 
I y. a <  u- & a  y = x. - .  - 
I I 
I 
I 
I I 
-. 
L - 
- I .  - 
- 
- - .  
I . I  . ' -  
. I 
1 -  - 
: ': 11 . . .: . . >  - - .  
'B* a I . .+ . - - I 
I 
I f3.a <u 
. , y =  x 
. .; ' ,  I -  
. . . -. 
. . 
. 1 -  
I 
. . 
I 
. . I  - . .  8 . .  
. ; ' . , I  
? . .  ' ' -  - - . '  
D ~ ( P ( X , Y )  - P(y  .y)  I (y-x) y$ ! 1 .. A -  
Y 
" I  ' U- B.a c I yI<u-f3 . a  + I  I 
. .. 
I ' 
8 
Y.a < u  I I . I .  
8 .  1- - . . 
I 
I I - 4 donde y o  es un punto intermadio entre x  e y.  , 
..' 1 
-. , 
' , I  ' . d ; , & - "  i 
I 
corn0 [ ~ ; x ? , , < [ ~ - x I p p  Y ~ Y @ ' Y , l c [ ~ ~ - x  1 + [ x - Y , ] <  P 1 
. . 
I 
1 .  .( m 8 I' I 
, .i ' : I t l  . I  I 
(1 I . '  I 
,+ c r,c c rk .:' resulta, I I 
. . II I I ; .  J '  
, w .  . 
- I .  
I L "  
. < . I  
I 
" I 1.1 4:. I . '  I 
I !  1. 
I 
I 
' 'Y "' -8 .  8 u " Y *  r Y. 4 ,  
c c I A ,  = k a L I E  1 N ( ~ ' , x )  kk ' P I , &.I  .'- . - I 
I ' B .  a<u ,.,p &.+;- 
i ?! * a  au-,B.a 
Y 
I n '  
I 
I I 
. I 1' 1 1  -:I; f y < w  - 8.8 + 1 . . I , , I  i 
.- . ' 
' 1 : -  . 
! < I . . i . . l  I 
I 
- .  
4, - ' 
, 
1 
3 
I 
- 
Ill 
. - 
- \; 9 .  .. ' 1  
I 1  - I  ~y* , - y-a +Bar . - 
< C  1 .!XI ( p / r k )  - r U <  c N ( F , x ) P " .  
, :. I  k f3 . r < ' u  u> y.r>u-&;,a.'~'*~ 
111-  I  I  I ~ M < u - - $  &*+&$ . I I I  - A -  . 
. I  I  - 
. - 1:- I  + A  
J 
I  --- 
. . 
4 '  . h  - . r. .J -1 .  I. I -  - I 
En consecuencia,  para todo p > 0, si [ x-y] < p, tenemos, 
. luego,  l 1  I - I  . 
1 Y l  7 - 
I - .  - 
, I - .  L A ;  r L  
. I
- 
U I  
-.LI q 1 y ( y )  - Q k ( x , y )  lq dyl < C N(F,x) 
' I 
I x -  YI<P 
! I I 1 -  - .  
I 
- iA 
- 
dy]li . 
l1 - 
I I F 
L 
I  
. - 1 ,  . 
. - 
Tomando e l  supremo en p , se o b t i e n e , ~  
I  . . I. 
I  4- . - . . D I - . - .  ;'I 
' n(wk(yI  - Q k ( d r ~ l  r X I  4 , C NIFIxI r 
. . 
a ,  
I I  ,* I  . I '  .I - 1 s t  
- 
I r; < '  . j I 
" i7, . . .. I . .  
- -  . 
. . 
o sea ,  
, I !  - 
, I .  
- & I A  ' I  111 :. 
. 1 ' r -  : I .  
' I  
: r li :- 
- - 
ii) Sea x F B (x,, 2 r k )  ; vams a estimar 
( - .A  
'r: ", . . - - 
i. I ,  I _ I  
.,;-? . -. 
~ s t a  expreslon es nula si s ' f ~ , b )  f lBtxktrk I = o pues 
" # _  ' 2;'; 1y ,:.:< 
- . . : .  : i s ,  . - : . I ,  - -  . . .  - ,  
: ' I  .:: : I I I i. I ; #  A%:*.', . I s - ,  
k t r *  ~uponqmos entoncea _ .. .I ~ ( x , p ) n ~ ( x , , l ; )  + +  . 
. , 
. I1 ": I - 
ll,;,.- , I '  I --I# 
I 
- 
1, 
I Sea 
. z 7 ,  1 
- ..'5.p-$g#! . - 1 .  
_ I '. .?a , 
. - - I = ;  
E B ( x , P )  nB(x ,,r,), entonces, ! 
- .  - : I l  
luego, r k< p y [ x-x ,] < p . Por otra parte,  
B (+,I) C B ( y  , cr, ) , y en consecusncia tenemos, 
Luego 
' 1  - ' I1 '  
I ' I -  . - I 
" I  11: 
1'1' 1 -  , 
f 
- 1 1 - -  I .. 
L i d  
La (Iltima desigualdad se obtimm de [ x-x J + r , ( 3 p. ~ o m ~ d ;  
I 
el supremo en p , queda probado ii) . 
Para probar iii), en virtud Be i) y ii), tenemos 
I.. ' 
I 
l L  
! 1 
il 
(x)  < bC ( x ) ,  resul ta  
k B ( x k  ,ark) 
' 1  I 
I 1 -  . 
- 
-1 
para estimar I, , haciendo e l  cambio de variable ;' = A, (x-x ) 
1 .  
k k 
. . 
en cada sumando, resulta ,  " , I 1 1 .  
- 
m 
. - 
I 
I 
I I ' I -  I . I  
' 8  En consecuencia, 
I- I 
1 + , .  . p> I ! 
I a -  L - 
I ' I 1  I '  1 (\Lq(w .,.I) - . - ,  
7). . . I . -  , .  I 
I 
- 
1 'I 
- 
I 
'I 
" I.? . I 
lo que demuestra iii) . La p r t e  iv) es consecuencia de iil) 
I' y del lema (1.5). En cuanto r la paxte v) es una consecuencia "L., 
inmediata de iii) y iv). I 
I '  
i 
I i Veamos ahora vi) . Sea x, qf' R tal que 1 N (W.,, x, )<a . Como 
x 2 
I' k 
I 
I a 6 B (x ,2r ) para todo k - 1,2, . . . , entonces, sabemos que I t =  I .. I 
I  
w ,(y) es el Gnico rep I que satisface I . ! I  J. . ,  } , '  - - 8 .  
~ ( W , . K )  = N(Wk,x,). h t 0  el lema (1.5) , la. serie 
I illrn{' L IC  - , - I' , . - : , - F p ; - T $ .  , $  , c.5 ,+ , 1 1  - - 1 b l * - -  I 1 w,(y) converge en L' a una funcidn w que es un repre- 
k &OC 
I sentante $e W = 1 W que satisface n(w,xJ = N(W,xD). 
I 
k k 
I Por lo tanto, la funcidn g(x) = f (x) - w (x) es un represcn- tante de G = F - W y se tiene, 1 . -- .-c 4 , ..,.-$ 
- -c.yaL&g I I It, I  I I  8 8 
C g(y) = 
Observamos que g(y) ars infinitamente diferenciable en a - .  
I 
Sea, 4 .  I 
I - 
Demostrarernos que s i  o .a < u,  enc y x E R' entonces.  
I I 'En e f e c t o ,  por e l  lema (1 .2 )  
; - 
sabemos que 
. I ,.; % 
, . 
'I. . .  , 
- 
- . ,  
I 1  ' - . . 
. . 
'6 ;a. 8 
y en consecuencia, s i  x €0 '  , se time 
y haciendo y = x, r e s u l t a ,  
o sea que (1.17) vale para x e  a ' .  
- - 
, Consideremos ahora x EB ; tenemos 
1 -1 
'Sea j tal que x €so 4 y  ademds [ y j - x ] < [ y k - x )  
I  
. - 
I ' I 1  I 
I I  ' ,, 1 I. ' . *TL!&b 
para todo tal que x E so 
. , 
. I-:. -L& ,$k Este j exista puesto 
-. 
- . .  --, 0 ..'** , * = F E E  
11 I )  que el nGmero de € sop tk es Benor 
1 1  I _ I - 
I . . 
o igual que M. Se tiene entoaccs que [ 0x1 < [yk-x ]< cr 
- - S@! m .  
. I  - ?# . . . J 
si x E sop 4 , .  Luego, 
I '  ' , '  I .  ; 
*..! . - . 
. 
, '  
Por lo tanto, I ; . 
ill En consecuencia vale tambldn para x E i2 . I a"" :@::I.' :; I I '  < L,.- . ., , - 7  > '  
t - . -  , I  , entonces, - - - I - : Veamos ahora, que si 
-&ha- ... 7 1 1 . -  a - .  , - I (:-XI /.:I<= t [x-x ] , ; ; i,! I .  
- In 
. x  E Rn. Para eoto nacesitamos la rsiguiente estima- 
. I*.. . I 
7- I I-,. . .  J 
- < ! I  > '  . . 
- .  
- 
.<.i.. 
r 
I , , , . I .  
I . --' 1 . 
1:- , 
- 
- I En efecto, si - -7 
- ,I I  - 
- 7 ' .  
. . - I I .  I 
I  u - 7 . 8  
- - 1  
- , , -a. ,  
1 ' 1 .  
s c t a(x,nC 1,. , . 
d. .  ;:' A 
I .  I 
. -. 
- .  
. . 
I  . -: .: 
Demostraremos , ahora lar deslg\aaJd 4, 
, . , considerando , :; 
' ! ' T  : r: *y .. , rg .
- I '1 1 casos  [ x - x ] c  ~ d ( x , n ~ )  y [ x - ; ] > ~ d ( x , n c )  . E n e l  
I 
- 
primer caso, por l a  fdrmula de Taylor, puesto que ha (x )  
a 
= D g (x )  para todo x EQ , se tisne que, - 
8 .  
- 
8 I - 
con s entre  0 y 1. Obervamos que d ( x  + . s ( L - x ) , a e  ) 
. - 
' -  :./a 1 ::L 
1 
:- . 
d ( x ,  ') , pues en caso contrario, e x i s t i r i a  z E na t a l  qie 
..I.- I 
, (  '. . ' . . 
,, . 
. .  . 
I - - I . <  
. I .' 
8 ,  .. 
.. . I 
. .., "' L; 
! +  . . ;., <. 
, . -.. 
por l o  tanto 
Como 
entonces d(x,z)< d(x,@ ) ,  lo cual es una contradiccibn. 
' Utilizando la desigualdad (1.19) se tiena que para .a u 
u - a .  , 
t 1 
8 1 .  
8 :  
i , .  
Veamos ahora e l  caso 1 [x-51 -> 2 d ( x , " )  r sea - e ~  nc ,
t a l  que [ z-x] = d (x, nc) , 6 n m c e a  
= b ( 1 b ( a )  ! + 1 b a ( z )  ( 2 - z ) ~  la ! 
o a  
. a* a <U a.8 <u 
a* .<urn '. y r x  @*a< u 
por (1.17) resulta, 
Por otra parte,  u t i l i z a n b  m e n t e  l a  desigualdad (1.17) 
! - 
obtenemos, : I. 
l 1  '>: I 
. ,I 
I 
Por tiltimo, observamos qua 
puesto que 
Luego , 
Sabemos que b ,(x) = g(x] para x E iI . Si x pertenece 
a Q' , tenemos b ix) = P(x,x) y f lx) = g(x) ; como ademds, 0 I 
ver [41 , P (x,x) = f (x) en casi todo punto de nC , resulta 
bo (x) = g(x) en casi todo punto de nc . Por lo t 
I I 
virtud de (1.17) y (1.18), resulta, 
t 
I I 
1 I 
! 
I 
. . 
8 .  
N(G,x) 6 C t 
I I I  ~ntonc'es F E ,$ si y s6Lc si, existe una sucesi6n nm6ri- 
1 
ca imp } tal que 1 p lP< m y  una sucesi6n {A 1 de p-dtomos en 
j j J 1 
E~ . Ademds, la serie converge E : tales que F = 1 u, A en 
1 
, . 
en '3tp y existen dos constantes positivas c ,  y cz tales sue, 
donde el fnfimo se toma sobre todas 1-& posibles descomposicio- 
nes de F. En consecuencia, inf ( 1 Iu IP P , define una norma 
1 
equivalente a li 1 1 5  p .  
. 
. I 
. X  
Para la demostraci6n &el tesrema (1.20) necesitamos el si- 
guiente lema. 
(1.21) LEMA. Sea . H E  E' tal que N(H,X)C~ y N(H,X~ ~ X C -  
? L  FI ;I1 . .. U I 
paraalgbn . . ri; talque lal(~+lal/~)-kr<p<l. 
# 7 lmL1 .
htonces exiten, una sucesi6n {A ,  1 da p-dtomos en E: y uns 
d 
I 
sucesidn numerics { L 3 , tales qua H = 1 A A J  en X' . A-. I 
J C; .I I 
- 
a . I demds , rm;l 
~emostraci6n. Sea s un ntbert3 f3xtxe 0 y 1 que luego 
determinaremos. Definimos ia&uctifamente la siguiente sucesidn 
\-my 
Tic 
+ 2 ;. L -.-- C T T -  1 
4 -  A?. 
. c $ -  
E, 
I '  : :?., I R': 
L 
b . .  
. d m d e  H es la clase 1 1' ;I I I k Be- gdR el lema (1.15) para -.f # . El lens (1.15) sepue-  #'  " ,  A ' de aplicar reiteradamentc de este lema , 
. I 
1. N (H , i)'~ L r  para todo k' 1 
I I .  : 
Sea Qk = {x : N(H, Denotams con 
A ;  - 
B = B(xk r ) a la failia de bolas asociadas a nk 
4 h , h l  k f h  
segdn el lema (1.14) . Siendo W = 1 W la expresidn 
h 
segtin iv) del lema (1.15) , probaremos que para to . 
- 1 
do k , h E N vale la estimacidn 
. C 
2 - 8  : 
- '-,:- * - 8  h . ,  
= -I ' I -$**-$ 
. - .  r ‘ L  k A?%:- - 
En efecto, como consecuencia de vi) del lema (1.15), tenamos 
De las partes i) , ii) del leas (1.15) se deduce, 
k U + l a  C/q k -  1 
N ( W  , x ) < C s  (r  /(r + [x-x I ) )  
k t  h 
< C s  
k t k  t 8 h  k t h  
I 
- I x p B ( x  k t h  , 2 r  ) , l o  que demuestra ( 1 . 2 2 ) .  k t  Ir 
P m h r e m s  ahora que se puede elegir s de t a l  manera que: 
entonces x 6 B (xk t h  , 2rk .h ) para  todo h t  por 
l o  t a n t o ,  usando ii) y iv) d s l  lema (1.15) se t i e n e ,  
- - 
- - . . 
L.7 > 
, .-- -. 
. - 
.' 
' r c  I I 
r.: _ I -. . 3 8 
? '  
- 
. . - . .; f .. 
I . -q.: . - r. ' 
~.'..+i - 
I . - , & T . Y  L; =:. 
Por o t r a  p a r t e ,  s i  x E fi , sxiste h t a l  que [ x-x . s 
. ,  k kt h I ' I  
. . 
y en consecuencia, 
I - - I  
por lo tanto, para todo x , vale la desigualdad 
P + l r y  q 
N(Hk,x) < N(H L-1 ,XI + c a' 1 (r k,h/(r + [x-x 1)) 
kt h 
.r - ' 8  7. 
- ; .  ,- *?. h 
- - 
kt ! 
, A t * A  .F 7 ---d- 
. . 
I - 
I 
b . '  ] Aplicando k veces esta desiguakdad, se obtiene ' 
En virtud de la desigualdad de Chebychev, la estimacidn obtenida 
- 1  
para N(H~,X) y el cambio de variables y = A (x-xi ) resulta, 
I 
r I! 
1 .4  . I I 
k -1 r ( I N I H . X ~  dx + c 1 s ir l  1 lr + ir-x 11 
. I I L  J . - I =a  J i r  J 1 t 
. ..; 3 :  . 8 .  , I .. I .  I I- 
1 1  . - I -  ' 
- i - . i .  
I I llr.:! , ' t ; I  - ' - 1  . 
. w l h  1 :  . i' ? ' . . 
I I  _ k -1 r ( r+U/ qf  
= N(H.xi dx + C 1 ' 1 1 1 ,  , dy 
' =  1 8 .- 
- J . - I  . - I l-.!, > - -  
I' . Ia :  I- .I I! 
. . .. 
- - .. .;, +a1 . r  . . 
. i  '*' 
r . I - < I  ~ I ( H , x ) ~  dx + C - 1  s i r  I B i , ,  . I I I , :--,I 1 =I ,. - 
- ,I 
I . I  . . I '  
; I  . 
- L - .  . I 
I , , A r n  I h l  -: k-1 - 1; .: I I  . 
- .  - :dL / 6 J; /nIXjr dx + c 1 s i r  In, I . - -  
- . - 1x1  
, I  - - I 1 , .  . . I - 
- ,.-,- ..:, 4 - 
l a  desigualdad recibn obtenida puede e s c r i b i r s e  como 
Es f d c i l  v e r i f f c a r  que esta r tuacion entre 10s tgrminos de l a  
k 
sucesi6n b, . implica bk< bo a para todo k con a = C + 1. 
En consecuencia hemos pr 
Puesto que p > r  , puede elegirse s suficientements peguefio 
. 
L 1. I ] . .  
P- 
como para que s 
. . 
a < ' 1.. EIsta elecci6n de s hace conver 
C 
:- . / n> i l  ' p-r  L 
gente a la serie 1 (s a ) , quedmdo probado (1.22) 
Demostraremo,s ahora que la amria I 
, ,  
7 .  8 8 
t o  .I - . .  . -I 
8 8 B . . 
converge absolutamente en K . En efectb, por i v )  del lema 
. 5 )  tenemos 
I I 
donde l a  convergencia se entirnde en  e l  espac io  E: . 
A d e d s ,  por e l  lema ( 1 . 3 )  
. . 
1. I '  . 
. . 
! . -  * 
8 
I -  . - 
. .: 
,I.. ' 
y por l o  tanto  Hk converge a 0 en E: cuando k t i ende  
r 8 
I 
Uti l i zando iii) dal se t i e n e ,  - 
l o  que demuestra que 1 W, , converge absolutamente  en  
f h  
= H en  E' , en  v i r t u d  d e l  c o r o l a  
8 - - 
I r h  ' I - - 1  
- 
l a s e r i e  1 W i t h  converge a H en v .  
8 ' J 4 "  . dT?-y,y;, - 
:> >, -- 
. d .  
1 - 1  - 
Def inamos ahora ,  . A , j ,  = C s  I B ~ , ~  ( ' / P  p a r a  todo  i , j ,  
- 1 
donde C e s  l a  c o n s t a n t e  de (1.22) y s e a  - 
Ai , j -  , j w i  , j  
I 
Sea w e l  r e p r e s e n t a n t e  asoc iado  a +Mi en  e l  lema 
r J 
- 1 
(1.15) y definamos 
a, , 
(x) = A , ,  Wi , (x )  . Entonces j 
:I . g7gjp 
- - .  P 
Por l o  t a n t o ,  A es un p-dtomo en E y se v e r i f i c a  
1 r J  
'- 
E l =  I $,I A- . Finalmente,  por (1.23) y iii) d e l  
i , j  if l 
es un r e p r e s e n t a n t e  de A y s u  eopor t e  e s t d  con ten ido  en  
1 
8 ,*-.A.s - I . -  -C 
d 
l a  bo l a  B1 r l . AdemSi, - @"!; desigualdhd (i .22) se t i e n e ,  
- 1  , b -  s'" s{ fi -I > 
- 1 
I 
I .  
- - I  
- 1 
- 1 
11 ' 
- l / p  - '/ 1 - 1  i - 1  P 
- N ( A 1  , X I  A 
r l r i  
l'kma ( 1 . 1 4 )  r e s u l t a ,  
como suergarnos d e m s t r a r .  
t 
~emos trac idn  d e l  teorema (1.2-0) . 
.: I .  I .  
si A 1 es una suces i6n  de p-4tomos en  i E: y (r ,  ) es una 
sucesidn numerica t a l  que 1 I rt I P  <-, entoncos por 10s lamas 
. I t .  
. - I  , * 
s o l  
1 2 )  y (1.13) sabemos qua l a  seria 1 u,, 
8 .- - 
- 1  I - 1  t . 
utamente en XP . ~deinq.:, s i  danotamos 
r :  1 ) -  
1 ' .  ; 
I L 
-- . 
- I 
Sea ahora F E e. Para c.8r k entero ,  s e a  
converge ab- 
con 
la descomposici6n de F correspondiente a t = 2 L segdn el 
. . 
- ,  
, lama (1.15) y sea nk = {x : N(F,x) > 2k 1 . - 
' i 
Def inimos 
I . .  
I 
4 ' 
" G  = 
= G k + I  k k W k  - W k + I  k "E 2 '  . 
- 
Probaremos que la serie 1 re converge a F en Jf . En efecto, 
por el lema (1.15), se tiene que I I  
entonces 
- 
I I 
Sea 
. . . 
.I. 
I 
lema expras ibn segdn el 
Observernos que k  + 1 c Qk ; por lo tanto, aplicando el lema (1.15). 
s i  x f l k ,  entonces, 
. - 
[ X-X k+l, h I ) )  
Como r 
I r I ,  . 14' 
des  ( 1 . 2 5 )  y (1 .26)  resu l ta ,  
. .  8 
. 1 .  
- 1  :: 
. I-. 
: I 
I I I .  
i ,, .. .  I . 8 
. . 8.m~.-f~.#~ 1; 
I . '  . . . . I 
?.' ' . I .  1 I 
. . 
d I : ,, q;! * 
-. L 
I I I : . .  I-:$; ., 8 1'1 
1, = [ 1 ( r , - & / ( r  rh  + donde , 
e l  cambio de variable y = A 
I r (x-x ,, h ) ,  - ,  8 - ' , I  . $ j ,h 
,. 
I t .  . - ' ,  - .  :.r+ t . ) >  .. & I  
. , I . .  1 -  
k t  il' . 1 I 2 I 
$1 :  . . :; 
I . ' C  . '  {ii; ' I I I , 1 -  . .' 
recor- 
dando que 
- 
se obt i ene ,  
Por o t r a  parte ,  
I 
se t i e n e ,  y por l o  tanto,  haciendo r = p en (1.27) 
I r .  
- . , ;  <@!&$ I 
i I . r 
m 
- 8 
I . $ 4  
I 
. *- 
En consecuencia, < converge en d . L - I 
I  - I r  
"1 
Por otro  lado, de l a  definfcidn de F, se deduce, 1 . .  
F~ = l i m  (G,+,, - G = l i m  (G,+ ,- G _ K  1 k K+ OD k x  -I[ K + oo 
= l i m  ( F - w , + ,  - G en E' I. 
U 
K - c  Q . 8 
. . 
.. .,'
. - 1 "  - ' V , & ?  
Veamos ?hora que l i m  W, l i m  G = 0 en E' . 
- k 0 
I  k - t -  k - + -  L ' . I  
- 
Dada l a  bola B cualquiera, y para 1) se t iene ,  
I  , I  - A _  
. .,I . ., , - .$+&.  .'qp & 
por e l  lema (1 .3 )  y i v )  de.1 lem (1.15)  , 1 4 . '  ' .I * . I. ', .- 
.c l - . ' , ' . r  I _ 
',. - 1 7 1 
- 
t I .  r ;-, 5' 1 
. - i! 
I I W , I I ~  c ' N ( w ~ , ' $ ~ c  c , 1 N ( W ~ ~ , X ) +  , I I 1 
s L .  4 , B  
' 1  - '  I .  
. -  L f J l .  .. . . ' - 
. J '  ..: I ' 1 I  ... I 
. -  ' 
, .. 
I I .: 
. . I  . $b ..,-.; , .  . .. 
' " , , . ?  . 
en consecuen d e l  lema (1.15) -- - .  - 
- 
- 
. . . - - I 
! 
. . 
-. 
I  
- .  
. . i ,,- >*.zh . I 
. .  . I .  , . . /  I 5:- 
11 w,I?,, .< C  I B ( o , ~ )  1 
, - 
I 
como e l  dlt imo t6rmino de esta cadena de desigualdades t i e n d e  
a ce ro  cuando k t i e n d e  a i n f i n i t o ,  queda probado que fi - 
. I - - .  - 
# I  - t 
t i e n d e  a 0 en 5 . .. T&i6n por el lema (1.3), tanemos que' 
de donde r e s u l t a  l a  convargencia a 0 de G-* cuando k tienUe 
-wFqr.?. " , 
- -wna~,,.E fii:i fa 
a infinite. Entonces, F = F I, en E, y corn la 
3-4;~' . - 
8 <-- d 
L T converge en xP results F = 1 F, en X' . - k 
k I I . .  i - . . 
Sea ahora r t a l i  que I d 1 (u  + la1 /q) - f: rb< p~ 1 , y considera- A 
mos e l  elemento F,/C ,it en E: , donde C, es l a  cons tante  
que aparece en (1.25).  For (1.25) y ( 1 - 2 7 ) r  F,/C,. 1 satis- 
I 
4 ? -  
" 
-.: .I - -  !:j I 
f ace  l a s  condiciones d e l  Itma ( 1 . 2 1 ;  en e f e c t o ,  . . 
I 'I, I 
p-ltomos en E: y una succsi6n mumCricY i; 
I . '  I 
I ,  I - r :  
tales que,! 1 . ,'.- 
- .  I I 
- I 
I - - , I  
- 
I '111 - 3 , 
4 k L  .\ 41'; :! ! E* ih . .  
b t .  , 
I.. 
(1.28) 1 l a  .lP<c J N ( P ~ / C ~ ~ ~ , X ~ ~ ~ X  c C' ~n 1 .  
h kt h k 
Def inimos ahora , ut;, = $ 2 k  a  ; entonces 
' 
. ! . . . a .:. 
~dernss, por (1.28), 
In, I dl 
-. '1 
n I I .  
I I 
ci6n d e l  t e  orema. , 
I 
P 
. con l o  que conluye l a  demostra- 
' a h  - 
- A -- L 
I,. L- , - - I .  
4 CAPI?PULo I1 ..- ; 
1 ,. ! 
1 
m 
I I 
I 
I 
Como es usual, llamaraos S a1 espacio de funciones in- ' 
1 
finitamente diferenciables ouyas derivadas son rSpidaranta de- , 
,yr; f f r =  L - 
7 17; ' Dados j r h enteros no Y 4 E S , detinias, 
r I L .  
&= I I I,., ) .. 
lid : 'I' . I  I 6 
I1 
4 = m!ix suprn Ib +(XI I(i + [XI)' 
laic h X € R  
I 
1 
' - 
8 .  
I 
&a familia de seminormas define la topologfa que uaual- 
I '  I *  
mente se considera sobre S I . -  
-F I 
w - I ' I  
. .  I 
(2.1) LEA.- g €  j >u + l a 1  . Entonces, 
- 1  
~emostracibn. Como -: I # (y* p , i 4 )  (1 + Iyl) .. resulta ,' 
t:w r 0 
r lqr, .- 
, I  1 I 
. e 
1 -  I : 
U I  
Tenemos que 
1 g(y) I +&I )-jd+ ..< I ~g(y ) l  dy < (2 n (g, 0)  . 
. =.I. 
Como u - j + 1 a 1 < 0, 8~it#$&ld0 t0d.s las cstimacione. se obtie-: 
ne la desigualdad que quex$a~&~~o probar 
(2.2) COROLARIO. sea y @@a x @ un punto tal que 
n (g,xo < - . ~ n t o n c e ~  '-a . define temperada qug una 
satisface: : I !  ' - 
I l a  < 
'.I I 
para j > u + la1 y C una cornstante que depcnde da j 
Demostraci6n. Por el lema (5.3, para j >u + 1 a 1 sa tiene, 
. . . - -  
. A I,. . ' 
.- .. - 
. .,. 1 . I . .  ': 
i .  ' ' 1 ; - .-
I .  > .  
. . I ,  . 1 .  , '  
y por otra parte, 
sustituyendo en la desigualdd ( 2 . 3 ) ,  queda probado el coro- 
lario . 
f . , -  
I I  - 
., .-LA.. , 
. ?-- .--"--: 
,.-I% : :;::> .l',I: . 
En todo lo que sigue, supondcemt gYe a = (a ,, . . . , a,, ) tiene I 
I 
componentes rationales. 8- k el mlnimo entero pasitivo tal 
que k/a, es un entero pax p w a  todo 1 . 
Consideremos el opem&r difaxencial L asociado a1 po- l 
I 
+ 
k /a 
linomio P ( c) = , A , o sea I 
+ 
: I
I J  : I 
. . ,  . : 9 
a '  
*: 
- t  . 
'.. f > -  
.- f
' I '  
I I I .  
.+, Y A Y 
L f = (P ( 6 )  f ) , b n d e  f, f indican la transformada 
y la antitransformada de Fwrier de f respectivamente. I 
. r 
1 
l I  Observemos que P(4) es un polinomio casi - homogene0 de 
Estudiaremos en lo que sigua, algunrs propiedades de una solu- 
11'11 -1 I 
-* a 4 *' 
oi6n fundamental del opsrabr L: : ';!. r- 
'ill ' 
I 1  '. 5 
1 l I  :. - 
I '  -= I 
- I- 
! rJ- &:* 
 I A I _ I I  1 . -  I r I. I 
' r (2.4) DEFINICION. Se dice que la funci6n f es casi - homoge - I 
nea de grado a, si para todo A >  0 y todo x +O, se verifica 
(2.5) DEFINICION. Se dice que una distribucidn T es casi-homo- 
- 
I I I  i;;#[ 
genea de grado a si para t d o  4 E 0 y todo A > 0, se tiene que, 
donde +, (x) 
. 
( 2 . 6 )  LEMA. Sea - T E S 1  m a  distribucidn casi-homogenea de 
I '  Ill J I  - I -  b q l - i k  - - .  .I A . 1 ,Ir--, - 
grado i , entonces T ee una distribucidn casi-homg8nea 
l .111 I 
de grado - 1 a/ - . 
Luego , 
X A A y (x) r ( (AX x) , entonces (A = \yA . 
(2.7) LEMA. Si T ' es una distribuci6n casi-homogbnea de gra- 
I y existe una funcih g continua en R n \ I O  1 , tal qua 
verif ica < T , ( > g (x) ( (x) ds: para toda + E UR' \ I 0. H . 
entonces g (AA x) = A' g(x) , para todo x # 0  y todo 1 > 0- 
Sea I$ E D (R' \ 0 ) . Existe E > 0 tal que 
-I 'I 
( (x) = 0 si [x ] < s , por lb tanto (A (x) = A ( (A;' x) = 0 
I ' 
[A;: I < & ,  luego ( A ( x )  = 0 si [ X I <  A & .  Por lo tan- 
Fijando A y haciando el cunbio de variables y = A X  x , resulta, 
-. 
-7;7 ; , 4 
> 
i 
4' 
1 
I 
1 
-1 
I 
I c 
(2.8) LEMA. Sea g E cW($ \ ( 0  1) una funcidn casi-homoggnea 
de grado 1?. entonces # g es m a  funcidn casi-homoggnea de 
R- a. 8 
grado 4 - a ;a y ademas, ~ D ~ s ( x )  I < C a 1x1 
I .  
1 . 3  ,' 
. I  I v 
. 1 %  
'I:*- 
Demostracibn. 
a. 8 
IJ$ ( A ,  x) A = A' b s ( x )  
Derivando aaabos rniembros la igualdad 
I 
- m 
def,ine una distribucidn 
temperada y ( P (6 Om as m a  solucidn fundamental ds L" qua 
satisface: 
I I ! A I I I 
i) Coincide con una funcih h E L' n cOD (Rn \ { 0) ) 
eoc 
ii) h es casi-homoggnea de grado k m - I a1 
Demostracibn. Como P ( 6 )  es una funci6n casi-homoggnea de grado 
k y se anula sblo en el origen, ( P ( E )  ) - es una funcidn casi- 
homogenea de grado -k m e infinitamente diferenciable fuera del 
origen. Luego, como km < la 1 , tenemos que (P ( F )  ) -b L ' . 
b c  I 
Ademas, como (P(6))-m tiends a cero en el infinito, define una 
distribucidn temperada. 
Para demostrar i), v m s  primero, que existe una funci6n I 
h E ca ( R~ \ {o) ) que mincidc con ( ( P ( t ) ) - " j  fuera del 1 
origen . Sea Y E D  tal qua ~ ( 6 )  = 1 en { 161 <3), ~ ( 6 )  = 0 
. . 
entonces 
I I I  I! 
L 
I I  . 
I I 
I 
' - I  - m 
donde h, es una funcidn malftica puesto que y (c) (P (c) ) es 
8 .  
I 
una distribdci6n de soport 
Para ver crue h 2  coincide fuera del origen con una funcidn I '  
ca , basta ver que todas sus derivadas distribucionalcs, coinciden 
I 
I 
fuera del origen con funciones con ti nu as.:^ 
Sean a y $ multi-SndLges arbitrariamente elegidos, enton- 
ces, 
como &P(5 ) ) -  ' m es una fisracidn casi-homoghea de grado B .a-km, 
d 
.. I 
4 
il 
- '  .!I 
. )  I " -..a. 
aplicando el' leha (2: 
para 151 >2 . I l:c, 1 
. 1 1  
Si se elige a tal qaa -km + I .a  -a .a < - la[ , se tiene 
: h J  
tanto, xa 8 h, es uno funoi& continua y acotada. L ":mi 
Eligf~ndo -a co te xesulta de la ya dicho, que 
dl I &;i. I~ 
2 a  B 
x ,  D h, son funciones conhinuas y acotadas para todo j, si L 
4m1 ,- ;7 If I - - I .' . 
es suficientemente grande. Por lo tanto, sumando sobre j, se I 1 
6 ui - - I: I I I- I 
obtiene que tambi6n ( i .:f)D8h, = es una funcidn conti- 
I I I I  j=l B l k '  .. l ~ b - ~  
nua y acotada. 
I A 11 ll-,; A 
I -  I I  
, J -  Sea f g(x) - g ( [ I C ~  I. Esta funcl6n es continua 
l* 1 I I  . 
fuera del origen. I 1 - 1  - , - - 
; I 
I 
1 q w  
Veamos que ~ ~ h ,  coincide m n  f fuara del origen; en efecto, 
Por lo tanto, ( (P ( F) ) -?y coincide fuera del origen con una 
funcidn h E C = ( R '  \ C O  1) . Por el lema (2.6) sabemos que 
( P ( ) ) - ) es una distribuci6n casi-homogenea de grado km- 1 a1 . 
Por otra parte en virtud &el lema ( 2 . 7 ) ,  h es una funcidn casi- 
-homog&nea de grado km - 1.1 y por lo tanto es localmante inte- 
v 
grable. Entonces ( (P 0 ) -I) - h es una distribuci6n con so- 
porte en el origen y por lo tanto, puede expresarse corn una com- 
binaci6n lineal de derivabs de la 6 . 
' ,' I 
Q es un polinomio. 
A 00 
Como h E C ( R ~  \ 01) y er oasi-homoglnea de grado -km enton- I 
ces, h(F ) tiende a cero cwndo It1 tiende a infinito y en con- 
II 
secuencia Q es id&nticmnte nulo. Con esto termina la demos- 
tracidn del teorema. 
Consideraremos ahora el caso km > la 1 . Una solucidn funda- dl 
mental de L~ sera la antltransformada de Fourier de una distri- 
buci6n T , solucidn del pr@bl(bma, 
Definimos, 
T est6 bien definida y es aontinua pues, 
- 
por lo tanto, sill [ 51 < 1, 
C. .  
l B l <  km -Ill + 1 I$ ckm - b l+ l  
Boa > , k a ~ - l  at 
I $ r ~ k m -  
I * I .  
L I I (2.11) LEMA. ha distribuci6n T definida en (2.10) es una 
solucidn de (p( 6) )m T = 1. 
I I .  I 
1 -  1 " I 
F 
- I ' .,, I 
I 
Demostracibn. Por definicih die T, tenemos 
I I - 
Bastademostrar que D ' ( ( P R ) ) " ~ ) ( ~ )  = 0 si 
Teniendo en cuenta qua DY (P ( C) )" (0 )  = 0, para todo y tal 
que y .a < km , resulta, 
como querlamos demostrar. 
. I 
I - . I I 
(2.12) TEOREMA. Si km >I a1 , la solucidn fundamental $ del 
m .  I 
operador L , satisface las siguientes propiedades: 
lill I .I II 
I I < .A . 
1 i) Coincide con una funci6n h E LLoc n c'''(R~ \ {o)), 
' ,, . 
-i.- ill ' 1 1 ' -  I I 
1 
ii) si a . a <  lua - i d +  1; entonces D' T = D ~ ,  h E LLOO: . ' . ,  , 5 ,  , 
'9 I i ' 
iii) si a .  a > km - C I , ~ " h  es una funcidn casi-homoghea I " 
de grado km - - a  .a . 
Demostraci6n. Representems a T como T + T 
1 2 
donde 
. . I '  .;="- 
I I ; I ',I[ 
Comenzamos probando la parte i). Procediendo como en el teorema 
I I 
' I  
(2.9) se demuestra que coincide fuera del origen con una 
v I 
Vemos que T E L 
Por ser TI de sop62te compacto, %, es analltica. Por otra 
parte, T, coincide con X ( 6) (P ( E) ) - m, donda x ( E l  es la , '  
? ,  
caracterfstica de { [ n> 11 . ~uago,' como km > /a 1 T, E 2 y 
I 
v 2 1 por lo tanto T E L C Lbc . 1 ,  
. 
1 ,  
En consecuencia = + coincide con una funci6n local- 
.I 
Y 1 
mente integrable y por LP~. %*to T = h . I . I  
Por lo demostrado 9% punto i), tenemas que para cual-, 
Y 
quier a , D'T= ~'h en aL\{Dl. Si a.a<km-Ibl+ 1, en- 
I 
tonces, D ~ I  = ff n en todo R'. Para probar esta Oltirna a- j 
18 
firmacidn basta ver que 8; coincide con una funcidn local- A 
I 
di mente integrable. En efecto, 8 T I E L' puesto que es una I 
~ O C  .
r 
funci6n continua. Por otra parte, con0 D" T2 = C 
a ( ta 
I 
X( 6) (P ( 6) ) -7, basta ver que tax (4) (P (6 ) ) - L'. Teniendo en 
cuenta que 2 < 1 a 1 y que a .a - km < 1 - la1 , obtenemos, 
a. 8 -km 
2b.a - km)<-la1 . Coma IE~X(E)(P(S))-~ K C  161 resulta 
que S a x  ( ~ ) ( P ( Q ) - ~ E  yquedaprobado ii) 
m *  . , ' - 
- 
I 
Para probar iii) veamos que 6" T coincide con ta (P ( t ) i  ' 
y por lo tanto, es casi-homog6nea de g g d o  a ,g - km. Por defi- 
I .  
nici6n de T, tenemos, 
pero 
En consecuencia, per ~ s e  lemas ( 2 . 6 )  y (2 .71 ,  ~~h es una 
(2.13) LEMA. Sea f E C *(R' \ f 0 )  ) una funci6n casi-homog8nea 
de grado -la1 + a ,  . Entomcea k = - af verifica: 
I ii) k es casi-hmoghrea de graao - la1 , y 
iii) I k(x) dx = 0 , 
en consecuencia, k es un 'nacleo singular parabblico, segdn 
se define en [7 1. 
Demostracibn. La parte i) es evidente. La parte ii) resulta' 
I 
del lema (2.8) .Para probar iii) , oomenzaremos demostrando que 
para toda 4 E 0 , el lfmitet 
a Csl 
-'- 
Y 
n 
existe y es finito. I 
.J;l: 
d 
efecto; L i  b , " ' i  I B.riWa respecto de 'la coordena- 
da j, calculando la d.$&-4Mstrib1~cional de f, se tieni 
Haciendo el cambio de variables A, y = x, y teniendo en 
1 
I 1 - 1  
I I . . I !  * ,{.L. { -i t L j a  1 11; 
cuenta la I casi-hbmogeneidad do f , resulta 
,,. 
' , 
I 
- lim 
1111 >1 
= - lim ] f(y) Dj(4(Aey)) dy 
.' + O I r l > l  
I I 
I I 1 .  
."I . - ;+, I I :i. - 7.. !! ;lb!:l I 
- .* >* J . 
- 
Integrando por partes, se obtiene 
Como 
= lim I I k ( y )  ( ( a 4 y )  dy  + / f ( Y )  +($Y) YJ  do(^) E -h 0 Y l > 1  [ v l = l  I I 1 
obtenemos que existe el lhtita 
I 
I i I 
I 
que por un cambio de variables coindice con ( 2 . 1 4 ) .  
Tomando 4 E ;p , tal que $ (x) = 1 si [ x] < 2 ,  se tiene 
lim 1 k ( x )  +(XI dx - lim 
E - t o  E $ 0  [ X I >  E 
lo que demuestra que existas lim k ( x )  dx . 
" - ) ~ < [ r l < 2  
Haciendo el cambio d e  variables x = A;' y  se obtiene 
que para todo X > O ,  
- i l l  - I k(x) dx = I k ~ l - . ~ . l v )  1 dy - I kly) dy , 
1q x ]  <2 X Q Y l <  2  X xq Y I  < 2 X  ' 
I ! 
I . ' 
' I  - k  
en particular, si X = 2 , k = 2 . . . ; resulta' BF ' 
' flkk I I I  - 
Por otra parte, 
Como este lzmite es finite, se cumple necesariamente que 
1 
(2.15) COROLARIO. Si h es la soluci6n fundamental de 
definida en 10s teoremas (2.9) y (2.12) y a .a = km entonces 
It 
~'h(x) es un nticleo singular parabblico. 
a f Demostracibn. Basta ver qwe ~'h(x) se escribe como - (x) 
I 
I 3 
donde f ( x )  es una funci8a infinitamente diferenciable fuera 
Por 10s teo- del origen y casi-homogenea de grado - la1 + a . 
. .. 
J 
8 remas (2.9) y (2.12) sabslraoo que D h es casi-homog6nea de 
grado -la/ + k m W  B.a si B . a > k m - a .  Sea j talque 
aj # 0 y sea - a - ( a .  a 1 ..., a . Entonces, 
J II 
I 
- 
a a - 
~'h(x) = - D h(x). V e f l n o s  que f(x) = D' h(x) cunrple con 
ax 
i 
lo requerido en el lema (2.13). En efecto, como ~EC~(R"\{O)), 
1 
entoncos f EC-(R \ { O }  ) . Por otra parte f (x)  as casi-homog6 
- 
- 
neadegrado -la/ + k m - o . a P  -la1 + a  puesto que 
1 
I 
Dada F E E; , def inil.o,s I? F =  LO^ donde 
I 
f es cualquier 
I m 
representante de F. L eatd b$en definido en E~ , pues si 
km 
I L I 
f, y f, son dos representantes de F entonces fl - f = Q, 
2 
a 
con Q (x) = 1 x y por lo tanto L ~ Q  = 0. 
a . a  < kn: 
' I I  
I 
(2.16) L ~ A .  El operador LI de JCP en S' 
q r  k m  
es inyectivo. 
P 
Demostraci6n. Como estS contenido en S su imagen 
q r km 
tambien lo est8. Demostraremos que si FE X'  y f es un re- 
fl,kh 
11 
presentante de F tal L f = 0 para algdn L 21, entonces 
fE P k m  . En efecto, c o w  f es una distribucidn temperada se 
puede transformar Fourier y se obtiane, , 
Dado que P ( 6) se anula te qq el origen, la distribucidn 
'I C 
I * I 
4 . u -  ! ,?Ill'!- : t A I 
f tiene soporte cpncentrab en el origen y por lo tanto, 
.-: ad ,=J;,lL :-4# 
4 .  1 1 :  I & - -  
a 
es un polinomio que quede irse corno f (y) = %, y , 
- 1  .,..lo.> 
I 
I 
, , *L -*: - 5 * a <  h , . I 
donde h = - Cmax a. a : # 0 $ . Queremos demostrar que , 
..*> 
I I I 
. . -, .:a 
h < km. Supongamos que h > b y sea x, tal que N (F,x, ) <mi 
Sea f EF tal que n (f ,x,) = M(F,x,) . Entonces 
. . 
I I 
I _ I  
I 
I ' 4 - _  - - 
I 
Eligiendo p > 2[%1 , ee tiene que si [y]< CJ2, entonces, 
I I 
[y-5] < P , y en consecuencia 
I 
Haciendo el cambio de var&@les n z = y la expresidn 
PC2 
I 
I I t.! ? I I I 1  I 
se convierte en . . 
ti;?! . Al 
donde g ( p )  tiende a cero cuando 0 tiende a infinito. 
En consecuencia, 
I I 
I 
I 
Si h>km, haciendo que p tZenda a infinito, tenemos 
y por lo tanto 
I I 
I 
aa= 0 para todo a tal que a .a = h. lo aue I 
I 
es una contradiccibn. 
I 
I I 
Por otra parte, si h = km, haciendo p .+ -, resulta, 
- I  8 8 g ;lb I I 
- I 
1 N I 1  
Pero si f y Z :€ F, entonces (3 - f) (y) = baya. Luego, 
a.a< km 
es decir que para a .a = h, a, no depende del representante ele- 
gido. Por lo tanto, 
' 1 1  ' I  I I  " ' I i  I '  
Con0 N(F,x)EL: dado r>O existe xoE $ tal que 
N(F,X~ < E , por lo tanto 1 I 1 a z a l q d z  
I 
a 
a .a P h 1 [Z]<l 
a = 0 si a .a = h lo que contradice la definici6n 
a 
a de .h. Se concluye entonces que f ( y )  = 1 % Y  , 0 sea que 
Q *a<km 
I F es la clase nula en E q  -. 
kra 
I 4  
( 2 . 1 8 )  LEMA. El operador L es continuo de J( en S '  para 
qr krn 
Demostracibn. Sea I? E X' , y sea x, un punto en el cual 
q r  krn 
N ( F ,  x ,) < . Observamos que casi todo xo E R' satisface es- 
ta condicibn. Sea f el representante de F  que satisface 
' c  
n(f , x , )  = N ( P , x o )  .; Dada ) E S ,  por el corolario ( 2 . 2 1 ,  Se 
tiene, , ij! , .. I ,  I - : 
- 1 .  1 : ,4 ' :i = i .  . , '? 
1 I  
-. . 
J ; . ?I- 
- l l  ll i , q  :I 
II ,.- 
I +  
I 8 iz , , 
" - 
I  ' I I-- p. . 
I < L " ' F  , + >  I = I <  L'" f , ( > I  =I < f , L*+>I 
I .  - - ..&<E 
w ' ' *.- 
= I  I ~ ( X I  L ( ( x i  ~ X I < C N ( F , X J ( ~  + [xOi I'  P (9) 
j '  k m  
I  - I 
Elavando a la potencia p a integrando sobre ' ( [xo]< 1) obte- 
nemos 
I 
I 
I ' 
: r 
lo bue demuestra el lama. 
11 
I 2 : 
Dada ~ ~ s t a l q u e  +(x)  d x j  0 y d a d a  f E S t  se 
define f*(x) = 
I 
sup I f  * +Cy)I donde 
l x - y l <  t I I 
LII 1 I;;-. 
4 ( A  x . Dado p tal que O < p< 1, se llama 
t 
P ii a1 espacio de distribuciones temperadas f tales aue 
- - .  
* -. 
f E L y se define' I1 11:~ - f * (XI' dx .(Ver [ 1'1 2 - 
definida en R a  , se llama un p-&tom da orden 
--. 
- .  C I ._ .22=. . -"/, 
N si existe una bola B(x,p) tal qus sop b CB y ~ ' b  ll < 1 %  I 
Ob 
, fs. 
y ademds 10s momentos de b son nulos hasta un orden N, esto 
' I 
I - 
es ( x a h ( x )  h x =  O si N. Se sabe (uer [81r '1 ' '&;a  
I I . L *  
' (6 ,. 8':- 
. . - &ldL- %a ' w f e H si 5610 ii existe una sucesi n nunerica { I  f con 
h '  
i n 1  
I L&f$&p' 
1 [ A ,  I P  < Y una sudesign +at~mos de orden N suficim- 
i I 
. '  
" I  , w w 
temente grande, {b, 1 tales que, f = 1 h b en 
i = l  I 1 " 1  i i  
1 ; 
St.  ~ d e m d s  existen Cl y C, tales qua 
. . 
, , ' I l  
-I 1 ,  
donde el fnfimo se toma sobra todas las posibles descomposiciones 
I 
1 
de f como suma demdltiplos tile dtomos be un orden N fijo que 
puede ser elegido tan grande ~ R K )  se quiera. 
I I  . .  . .* ' ,,. 7 
-. 
I 
1 
-!' ; 11 
(2.19) LEMA. Sea g ELI  
m 
teC n S' y sea f = L g .  si 4 4 E.$ 
se tiene la desigualdad siguiente, -- I I  
Tenemos, (f * 4t ) (y) = (Lmg * 0 ) (y) 
t 
I . - - 
, . 1 : ' I. 
m n 
= (g * L + )(y).porotra parte, L ~ (  (y) = ( ( ~ ( & ) ) ~ 4 ~ ( € ) r  y) 
t t 
A A 
y como +$ ( ( )  = 6 (At E ) resulta Lmf (y) 
- ( e- ' " tl? ( 4) lm ;(A F ) d E . Baciendo el cambio dc variables 
I b . - - , 1 ,  'Jsj-i  
' I  .I : I '  $ ; :  '1 - I '  I I  . n =  At 5 , se obtiene, I I 
.: I - \ 
En consecuencia, 
Por un nuevo cambio de variables, z = x + Atu , se obtiena 
i~ . I ' 
I ,.-* ..&=.y ; 
Llamando h (u) = g ( X  + At u) , resulta, 
I I 
I I I - 1 
n(h,O) = sup p - ( 1  :B,(O, P ) I  I I h ( u ) l q d u  
' P > O  B( 0, b I 
CI I rg-z,:":' r' r l i p  : I .  
Haciendo e l  cambio de v a r i a b s s  f a'-& + A;  'u , 
''I I 11' 
I /  1; w I 
- , .'I ' 
Por l o  tanto,  aplicando el 1- (2.19) en (2 .20)  obtene~ltos, 
. !I Adembs, si  [ y-x] < t,  e n t o n c a ~  f. ; 
I ; l  
1 + [ u ]  < 1 + [U - A;' (~-X)  + A ; ' ( ~ - X ) ]  
En con 
corn querfamos probar. 
(2 .21)  LEMA. Sea b ( x )  un p-&tono con N momentos nulos ,  
Sea h ( x )  la soluci6n fundamental de L~ obtenida en 10s 
teoremas ( 2 . 9 )  y (2 .12)  y sea f = h * b la soluci6n de 
~~f = b. Entonces, 
I I  . 
I 
Demostracibn. Comenzamoe cogl i )  . Como [ x ]a  2r y L* es 
f tiene infinitas deri- 
vadas en x y vale, 
con 0 <A < 1. Como b es un p-btomo de orden N, el primer su- 
mando es nulo , o sea que, 
I 
Como N >  km y IBI = N + 1, por 10s teoremas (2.9) y (2.12), 
$+a 
tenemos que D h es una fmci6n casi7homog6nea, resultando 
Ademds, como [ x -  ~ z ] ) [ x ]  - [ X Z  1 y [ ~ z ] < r . <  [ 4 / 2 ,  se 
v e r i f i c a  que [x -  A z] > [ x  )/2 . Por l o  t a n t o ,  
. I 
. 1 '  
I I 
En consecuencia ,  
. .I I 
I I 
loa f ( x ) I <  
Teniendo en cuen ta  que r ]  1 2 y B .a > If31 = N + 1, 
r e s u l t a  
L \ .  
' -  
ero que km<la/. En 
I I ' l - l i :  :lE < '  este caso h(y)  es una funcibn casi-horaog6nea de grado 
1 1  I 
-la/ + km y por lo tanto, 
? i  1 If (x)  I < / ( h ( x - z )  dr. I I 
Si [z](r, entonces [x-214 kl + fzl< 2r + r = 3r. Luego 
I I J 
- 0 
I 1 ' 1 ,  
4 F I .  I 1  
' *  1 - 
.II 
Consideremos ahora, el Recordamos que 
. I 1  I . I 
f (x) = (h  * b) (x)  = (% & (x) , donde I 
. - 
1 .  

donde la constante C no dspenda de b. I 
1 
J ! b y l  , 
Adembs, como p . ( o B b ^ ) ( 0 )  ' 
son nulas, puesto qus se suponen nulos 10s momentos de 
Ff l ,  I , , I ! - 1 1 1  ' Ij?l , ,! i r - -  - 
b hasta el orden N. 4 : i .  
. I ~ I . A ~  Il , .  - IJ 
- 
Pot lo tanto, 'resulta inmediatamento de la definicidn da 'h 
I I  I l 1  I1 L l  I - ' I  
A , rn
coincide con la f uncidn b ( 5 )  P ( E) que es 
I I 
integrable sobre R'. En consecuencia, 
1 - 
y por lo tanto, 
I ' I 1 ; -  ' . ; 
' . .  I 
I I : 1 1  , I  ' , 
I . I  
Utilizando la desigualdad . (2.12) , -se obtiene, ' <  
Por otra parte, aplicando l a  dssigualdad de Schwartz, resulta, 
1 
Reuniendo las estimaciones obtenidas, resulta -. 
-1 .I/P +km 
If(x) I<c r 
- I  , con lo que qu-tada, demostrada la parte ii) del 
lema. 
(2.23) LEMA. Sea IaI/p<km+IaI/q y s e a  b unp-atorno : i b j -  
t 
con N momentos nulos N 3kn +I a i/q. Sea f la soluci6n 'I 
'A' . 
de L f = b obtenida como en el lema (2.21). 
q 
clase de f en E,, entonces existe una constante C, que no I 
depende de b, tal que, 
Demostracign. Haciendo una traslaci6n podemos suponer que b 
tiene soporte centrado en el origen, o sea sop b (CB(0,r) y  
- 46 
IlbII 6 IB( I 
0 
. Queremos estiaar N ( F , x ) .  Para esto, con- 
sideraremos primer0 el caso 1x1 >4r - En eate caso, si 
x I >  2p se tiene, 
., I 
' I 
donde P(x,y) =  DO^ (x) y % ! . En efecto. 
a 
+ C D f(x + U Y )  y%! r con 0 c 0 < l o  
Luego , 
-( k k + ~  .v q) - 
- l i  (II + 
2 I  
' I  -I k I  11  I 
I, 
I  
I : ,  - I "7 ' . I  
I  1, I : I -  8 II * - I . -I , I  - A  ' . 
por el lema (2.21) , tenemos que 
I 1 1 1 '  1 1  I  
I  h - - -  
I km-a r 
-I a I / p  . I a l + N +  1 ( ~ * r  I*I/o 
1 
[ X I   XI P P ' I  
IrI <km 4 
- 
' I I  ' T  
a-r> k m  
- 1 , ;  - I! II ! L  - I 
J '. 
por lo , .  . ,  .,. I A, 
I - \ - 
I , I  I 
a. .  - k m  -I r l I p  I a I + * l  
P 
- tkm+el /q?  I < c 1 ( b / [ x ~ ) *  r (r/[  x I) 
' I  I I d a m  I I .  
a . a l ~ m  
I  F .  I 
l I - .  I 
r t  
I  I  -I 
a . r ,  km 
<(1/2) < 1 . Luego, 
como 1 $ y  ] < p  < [  x ~2 tanemos : x+e y ] > [ x ] - [  9 y ]  
I 
> [ x] /2 >Zr.Con esta estimacidn de [ x + 8 y ]  y procediendo 
como en el caso de I ,  , resulta para I, la misma acotacidn 
I ,  I 
que la ya obtenida para I,. 
t 
. , ,* I - 
I . I  i1 
Siguiendo con el caso f x ]> 4s , supongarno's 'que 
Estimemos I . Tenemos, 
I 
I I  
Aplicando la parte ii) 6e1 lema (2.21), resylta, 
Por otra parte aplicando la parte i) del Lema (2.21), se ' I 
I I I I 
obtiene, I 
. I 
I I 
I 
. . I  1 
- I 'YP + I rh.N+l k1.q - 1  81 q - Na- q 
I t  
I I 
1 
Como N > km + 1 a1 /q, la tilt* integral resulta f inita y por 
lo tanto, 
Q 2 - 1  aP,'+l a1 + W I  km- 1- 1 a l - ~ + I  aI/q ( 1 lf,ull du) < C r  r 
' . I 
- I a Y ~ + k m t l a I / q  
De estas estimaciones obtenemos I1 < C r . Luego, 
I 
Estimemos I- . Tenemos, 
' a  
- '. 
Aplicando la parte i) del lema (2.21), resulta, 
I ! 
- l.1 /P km- a. a a .  l a p  
P 
I ' 
, 
I ~ <  C r  (r/[ x I) 1 1x1 P * 1 .  
a. a <  km I 
Por lo tanto, 
-!km+la)/ q) - 14~ I a l + N t 1  krn -a -  a 
P I ~ < c ~  (r/[xI 1 ( [ ~ I / P )  
km 
como estamos suponiendo que [ x] 6 2p, tenemos 
k m -  & a  
1 ([xl ./PI 6 C .  
a.a< k m  
I 
Luego , 
En consecuenciaf hemos a.ro.trado que si [XI > 4r y I x I<  Z P ,  
entonces , 
Por lo tanto, para 4r tenemos 
entonces 
donde C es una constante que no depende d e l  dtorno b en 
cuest i6n .  Elevando a la p a in'tegrando, se t i e n e ,  
Luego , 
Consideremos ahora el caos [XI< 4r . Tenemos 
I - L 
I [ x - Y ~ >  2 [ z ]  ; I I I  EL *I< hm :- 
"7 I . ,  
.I - 
7 I - . - 
A!  4 '  ,* 
I 
I I 
I I  - 
se tiene, 
1 
- 
- J 
. 8 -  
1 
- - 
I- - 
-- 1 
. . 
- 1 "  1 - I I ' ..I ! - $! ! Lq _- . i . 
- .  . 
* ..d I -1 
' . ,  
( 2 . 26 )  1 I, 1 4 h 1 1 ~'h (u) 2 '//n!,I I b(xWu) %' 
.- . 
[ ? I <  2 1 1 1  P * I <  km - l a 1  1. ,. , 
:, . I l l ! -  
- I ' 
. . 
8 : 
I 
. ;- , I I 
I 
. .  
I I it I I I  : ' . 
uah(u) a ya! 1 Ib(x-u) 1 du , :. 
1 
~ u j < z  [ * I  ' m - I * i *  i* .<km I I . .  I 
I 
,' ' 
3 
I , < .:- 
1 r .L ' I 
- , . 
Estimemos ,; : Haciendo el cambio de variables x-y = u 
Para acotar el segundo s ~ & ,  aplieando el teorema (2.9) o 
(2.12), segdn corresponda, rwulta 
En cuantq . g l  pr$mer s ,km <I' h 1, se reduce 
' .  , .- 
I : u , -  
- 
I 
a . ' I  - - I 
- I / I h (u+z) I 
y se acota de la misma m p m & a ~  qse el segundo sumando de (2.26). 
Por otra parte, si Ll h 1 as, tsnuaos 
1 h(u+z) - 1 rich (u) z % ! 1 I b (x-u) I du 
[ U] <2[ 2 1  W a C k m  -1 a1 
En el integrando, se puede aplicar la fdrmula de Taylor si u 
. - 7 1  
. - . ,.* 1 
I ' I ,  - 
no pertenece a la recta que une 0 y z. Por lo tanto 
?. - 
I -. - %,Ia ,: -i;=g:x< L 
donde s es la parte en%- dta km - l a /  + 1. 
Haciendo el cambio da variables u = A v y llamando P 1 I 
- 1 
- 
= 
z , la expresidn (2.27) resulta igual a 
o tambien, en virtud de la oasi-homogeneidad ds Dab '-demootxado en 
el teorema (2.12) , es igual a 
I I 
I : .=  ~ z l ~ ~ /  I I: D B ( ~ )  ;?a!  . I 
- i p ]a tal Urm- Irl 
- I I 
1- 
- I  . I I - 
, . I - .  I .  
I .  --I , I I 1  
Y l r  
- 
La ditima igualdad v j e  pues 10s integrYmdos son iguales 
, ' .I 
I I , ,  . 8 
- . : >T&j 1 1  . . . 1  " 1  -1 -  
- .  
. ' 
si  v es t a l  que 0 9 [ v ,  v+E 1. ' : I .- .. ? - F 
1% .I ' I  J&&# Illy a 1 1  1 ;  . 
' . I  
- 
-. I I. 
P o r  e l  teorema 2 . 1 2 )  se sabe que si a .a( km -'(a( , en- 
tonces 
I ] .  . I 1 -  ! . I  1 ;  , , ,  
pertenece 
. - 
I 1 , ...:- 
+ 
1  ' . , I 1  
- '-k" - -  
, I  !I\/: 111 
Por l o  tanto  
' I  . . 
. I 
donde C dependa de h(x)  y .rid derivadas de orden a con 
Estimemos I , . T9nq-qg - 
I .- I 1 .  t .. . ? '  
- 
, ; I  Aplicando la fbmula  Be Taylor, se tiene, 
con 9 < 8 < 1. Luego, por la casi-homogeneidad de D' h ( x )  
I I 
r I .' I I ' . I  
para a .a > km. resulta, i I '  I 
' I .  I .  1 1  
' I .  
. I 
1 '  , .  
I - I a . a  
' I  ' - 1  qb km-a .  r 
+ 1 '  1 . 1  [ r y c a n l  
I2 I =km + f  I Y I  .,I = I  !.- . 
Z ]  dyJ. 
1 .  $ : : n;;<4p# 
I * I 
Coma [ x - ~ +  e z] [ x-y 1 - [ e z ] s [ X-y I - [z ]> @-y] /2, resulta  
- 
Integrando en coordenadas plares parabblicas resul ta ,  
Para estimar J i; se u t i l i z a  que, en virtud de l  corolario (2.15) . , -  
2 - I 
a 
si  a . a  = km, entonces D h es un ntlcleo integral  singular 
parabblico. Por l o  tanto, e l  operador maximal asociado, 
es acotado en 
En consecuencia, se ha obtesZ& qus 
y por lo tanto, 
Tomando el supremo en p > 0 xesulta gue sf [ r d <  4r, entonces 
Elevando a la p e integrmb esta desigualdad, obtenemms 
, I  
, 
Aplicando la desigualdad CIQ mlder con r = 2 / p > l  a1 s e w -  
I I  I  
do sumando, se obtiene, I I 
I .  
Por lo tan to,^ 
. [ x l < 4 r  : I I  ' _  
L 
"I & . I  .. : j ; : l ! i =  : 1 
- - 1  (.I I  I 
donde la constante C 
la1 (P < kn + 1 a1 / q, el operador L~ 
8 1 'q'riNl 5 - I  - ;. 1 1  
. . 
es*'un isomorfismo entre X y ~ a, km I  - 
Dempstraci6n. Dada F *' 
r, km 
, por el lema (2.19), si 
4 E S tenemos 
donde C depsnde de 4 te. Luego, 
o sea  que 
Ademds, por el lema (2 .66)  , el operador L~ es inyectivo.  Por 
otra  parte, dada f E Elp, seam b una sucesidn de p-(Itornos 
de orden N 3 km + la l / q  y , m a  sucesi6n n d r i c a  tales 
Sea h (x) = (h * b ) (x) , la solucidn de l a  ecuacibn 
1 1 
m 
L u = b , y sea A la b ~ a s e  de h en E~ ' . 
J J 1 k m  
P 
 or el lema (2.2 3 , tenems que I N(A, ,x) dxd C, donde 
C es una constante que no &epende.de j . Luego, como 
1 ] A  r<- en virtud del i.ea (1.13) tenemos que 1 ). j A  
J =l  J = 1  
converge absolutamente en XI I y ademds, si 
qr JI= 
OD 
F = 1 A J  AJ, por el lema (1.51, 
j 3 1  
Luego , 
Por otra parte, por el lema (2.18) sabemos que L" es continuo 
de 3C ' en S !  y por lo tanto, L ~ F  = \ L" Aj = 
Q k m  
. - I  .. 1 ' -  . OD 
f =  1 
. I .A\ 
> I 1  
b, = f, con lo que hmos terminado .la demostracidn 
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